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Следуя тенденциям и факторам инновационного развития зеленых технологий в пищевой промышленности 
для эффективной модернизации технологических процессов необходимо более широко использовать 
теоретический анализ процессов пищевой промышленности. Эксплуатация шнековых экструдеров 
показывает, что для эффективного отжима растительного масла необходимо, чтобы трение материала по 
внутренней поверхности корпуса было больше трения его по шнеку. В противном случае материал будет 
вращаться вместе со шнеком, не продвигаясь в осевом направлении. Нагнетаемый материал оказывается 
заключенным между движущимися поверхностями (основание и боковые стенки шнекового канала) и 
неподвижной внутренней поверхностью корпуса.  Для адекватного описания процесса экструдирования 
необходимо перейти к заданию градиента скорости сдвига на трех границах одновременно. Рассмотрено 
аналитическое решение течения Пуазейля − Куэтта  для заданного градиента скорости сдвига на одной из 
границ прямоугольной области слоистого течения вязкой жидкости. Установлено, что геометрия профиля 
канала шнека оказывает существенное влияние на расходно-напорные характеристики двумерного 
потока преодолевающего гидравлическое сопротивление. Построены новые точные решения уравнений 
движения Навье − Стокса, описывающие двумерные слоистые течения Пуазейля − Куэтта. Рассмотрены 
граничные условия двух типов: задание градиента скорости сдвига на одной из границ и на трех границах 
одновременно. Установлено, что при задании градиента скорости сдвига задача является существенно 
двумерной: не существует линейного преобразования, позволяющего преобразовать исследуемые течения к 
одномерным. Полученное аналитическое решение задачи позволяет моделировать как безнапорное слоистое 
течение Куэтта, так и напорное течение Пуазейля с использованием общей математической зависимости для 
расчета расходно-напорных характеристик экструдеров с прямоугольным в сечении канала шнека в широком 
диапазоне геометрии витков, как в их поперечном сечении, так и по длине канала.

Ключевые слова: отжим, фильтрация, математическая модель, «зеленые» технологии, модернизация, 
пищевая промышленность, шнек, поток

Основным методом получения пищевого 
растительного масла является экструзионный 
отжим (Гукасян, 2017). Отжим и фильтрация масла 
через пластически деформируемую пористую смесь 
вызывают значительные перепады давления в 
материале  (Меретуков, Заславец, Кошевой, Косачев, 
2012). Математические модели ламинарного 
движения сред в условиях тепломассопереноса и 
фильтрации в технологических процессах имеют 
как практическую так и теоретическую ценность 
(Заславец, Схаляхов, Кошевой, Косачев, Кошевая, 
2013;  Подгорный, Меретуков, Кошевой, Косачев, 
2013; Подгорный, Косачев, Кошевой, Схаляхов, 
2014; Косачев, 1985; Косачев, 1998). 

Для эффективного отжима растительного масла, 
как показывает практика, необходимо, чтобы 
трение материала по внутренней поверхности 
корпуса экструдера было больше трения его 
по шнеку. В противном случае материал будет 
вращаться вместе со шнеком, не продвигаясь 
в осевом направлении. Нагнетаемый материал 
оказывается заключенным между движущимися 
поверхностями (основание и боковые стенки 
шнекового канала) и неподвижной внутренней 
поверхностью корпуса.  Для адекватного описания 
процесса экструдирования необходимо перейти 
к заданию градиента скорости сдвига на трех 
границах одновременно. 
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Методика

Рассмотрим аналитическое решение течения 
Пуазейля − Куэтта  для заданного градиента 
скорости сдвига на одной из границ прямоугольной 
области слоистого течения вязкой жидкости. 
Необходимо построить новые точные решения 
уравнений движения Навье − Стокса, описывающие 
двумерные слоистые течения Пуазейля − Куэтта. 
Рассмотрим граничные условия двух типов: 
задание градиента скорости сдвига на одной из 
границ и на трех границах одновременно. При 
задании градиента скорости сдвига задача является 
существенно двумерной: не существует линейного 
преобразования, позволяющего преобразовать 
исследуемые течения к одномерным. 

Учитывая ограничения математического 
моделирования связанные с параметризацией 
уравнений переноса особую актуальность 
приобретают аналитические решения переноса 
компонентов сырья, основных и вспомогательных 
материалов участвующих в этих процессах 
(Подгорный, Кошевой, Косачев, Зверев, 2011; 
Гукасян, Кошевой, Косачев, Тарбин, 2016; Гукасян, 
Кошевой, Косачев, 2005). Для эффективной 
модернизации технологических процессов 
необходимо более широко использовать 
теоретический анализ процессов пищевой 
промышленности (Гукасян, 2013). 

Рассмотрим аналитическое решение течения 
Пуазейля − Куэтта для заданного градиента 
скорости сдвига на одной из границ прямоугольной 
области слоистого течения вязкой жидкости. В 
этом случае геометрия профиля канала шнека 
оказывает существенное влияние на расходно-
напорные характеристики двумерного потока 
преодолевающего гидравлическое сопротивление:

,

(1)

где p – давление в потоке; w – скорость потока. Для 
установившегося режима краевой задачи Пуазейля 
− Куэтта левая часть уравнения (1) может быть 
представлена постоянной величиной (-∆P/μ; ∆P – 
градиент давления по оси z, Па/м):

,

(2)

Вначале найдем нетривиальное решение 
задачи uxx+uyy=0 для граничных условий 
u(0,y)=V, u(a,y)=0, u(x,0)=0, u(x,b)=0. Собственные 
значения и собственные функции этой 
вспомогательной краевой задачи Штурма – 
Лиувилля удовлетворяющие только граничным 
условиям u(x,0)=0=u(x,b)=0 будем искать в 
виде u(x,y)=X(x)·Y(y). Частное решение с этими 
граничными условиями, после подстановки их 
в уравнение uxx+uyy=0 дает двумерную задачу 
безнапорного слоистого течения Куэтта . Делением 
на произведение одномерных функций получаем 
следующее тождество . Следовательно, каждая 
из дробей равна постоянной величине , тогда 
из уравнения (2) получаем одномерную задачу 
безнапорного слоистого течения по координате y:

,

(3)

Решая (3) интегральным преобразованием 
Лапласа, преобразуем его к алгебраическому виду: 

,
(4)

Выражая алгебраическое уравнение (4) 
относительно изображения искомой функции 
LY(s) находим полученную зависимость, считая s 
простой переменной: 

,

(5)

Инвертируем уравнение (5) используя обратное 
преобразование Лапласа к виду:

,

(6)

На границе области существования решения 
по координате y из частного решения (6) 
граничным условиям (3) удовлетворяет только. 
Решая тригонометрическое уравнение, получаем 
следующее выражение, где n = 1, 2, …, ∞. 
Тогда собственные значения и собственные 
функции вспомогательной краевой задачи 
Штурма – Лиувилля выражаются следующими 
соотношениями:
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,

(7)

Полученное частное решение (7) краевой задачи 
(3) используем для решения уравнения wxx+wyy=0  
в виде разложения u(x,y)=X(x)·Y(y) по собственным 
функциям:

,

(8)

где X(x) – функции, подлежащие определению. 
Частное решение краевой задачи:

,

(9)

находим с помощью интегрального преобразования 
(9):

,
(10)

Решая уравнение (10) относительно LX(s) находим 
полученную зависимость:

,

(11)

Инвертируем (11) к виду:

,
(12)

Полученное частное решение (12) – сумма 
гиперболических синусов и косинусов. В случае 
граничных условий  представляет собой четно-
нечетную функцию. Следовательно, нетривиальное 
частное решение (атом) будет иметь вид:

,
(13)

где an и bn – произвольные постоянные. Сумма 
частных решений (13) в точке  при произвольных 
значениях y:

,
(14)

Следовательно, каждое слагаемое 
 

ряда (14) в этой точке должно быть равно нулю. 
Также частные решения в точке. Учитывая, 
что ch(0) = 1, а sh(0) = 0 получаем следующее 
соотношение слагаемых ряда (14) в точке:

,

(15)

Скалярное произведение суммы частных решений 
ряда (15) определяется следующими равенствами:

,
(16)

После интегрирования (16) получаем, с учетом 
ортогональности произведения синусов, 
следующую систему уравнений:

,

(17)

Следовательно, используя подстановку n = 2·k+1 в 
(17) получаем значение коэффициента ak: 

,

(18)

Подставляя полученное значение (18) в каждое 

слагаемое  

ряда (14) с учетом подстановки n = 2·k+1 и 
приравнивая каждый член ряда нулю, получим 
значение коэффициента bk:

,

(19)

Таким образом, решение вспомогательной краевой 
задачи имеет вид:

,
(20)
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Результаты

Эксплуатация шнековых экструдеров показывает, 
что для эффективного отжима растительного 
масла необходимо, чтобы трение материала по 
внутренней поверхности корпуса было больше 
трения его по шнеку (Меретуков, Косачев, 
Кошевой, 2011; Деревенко, 2001). В противном 
случае материал будет вращаться вместе со 
шнеком, не продвигаясь в осевом направлении 
(Меретуков, Косачев, Кошевой, 2011). Нагнетаемый 
материал оказывается заключенным между 
движущимися поверхностями (основание и 
боковые стенки шнекового канала) и неподвижной 
внутренней поверхностью корпуса (Азаров, 
Аурих, Дичев, 1988; Кошевой, Косачев, Меретуков, 
2004). Следовательно, для адекватного описания 
процесса экструдирования необходимо перейти 
к заданию градиента скорости сдвига на трех 
границах одновременно – u(0,y)=0, u(a,y)=V, 
u(x,0)=V, u(x,b)=V. Выше приведенное решение 
(20) рассматривает безнапорное слоистое течение 
с одной движущейся стенкой. Эту задачу можно 
свести к задаче слоистого течения с тремя 
движущимися стенками путем простой замены 
переменной wz(x, y) = V – u(x, y):

,

(21)

где a, b – габариты канала шнека (a < b), м; x, y – 
декартова система координат, (0 < x < a) и (0 < y < b); 
V – скорость движения стенок канала (м/сек). 

Обсуждение

Найденная в результате аналитического решения 
двумерного уравнения зависимость (21) позволяет 
значительно упростить расчет безнапорного 
движения материала в экструдерной части 
шнековых прессов для отжима растительных масел. 
При вращении шнек захватывает поступающий 
из загрузочной воронки продукт и, проталкивая 
его, увеличивает гидростатическое давление в 
материале от загрузочной зоны к переднему краю 
шнековой камеры (Гукасян, Кошевой, Косачев, 
Тарбин, 2016; Гукасян, Кошевой, Косачев, 2018; 
Меретуков, Кошевой, 2012). Используя решение 
вспомогательной краевой задачи (20) перейдем 
к анализу исходной задачи (2) для граничных 
условий u(0,y)=V, u(a,y)=0, u(x,0)=0, u(x,b)=0. 
Частные решения этой краевой задачи – ряд 
гиперболических синусов и косинусов, сумма 

производных которых дает ряд Фурье, в котором 
отсутствуют произвольные постоянные ak и bk:

,
(22)

При этом ряд Фурье (22) внутри области 
существования решения 0 < y < b асимптотически 

стремится к функции 
µ
P∆

− :

,

(23)

Для определения ak и bk используем граничное 
условие u(0,y)=V (Gukasyan, Koshevoy, Kosachev, 
2018). При этом от суммы гиперболических 
синусов и косинусов остается ряд, содержащий 
коэффициенты ak сумма этих слагаемых равна V:

,

(24)

Используем скалярное произведение суммы 
частных решений ряда (24) для определения ak:

,
(25)

Учитывая ортогональность произведения синусов, 
из (25) получаем следующую систему уравнений:

,
(26)

Разрешая уравнение (26) относительно ak 
получаем:

,
(27)

Полученное значение ak из (27) подставляем в 
каждое слагаемое ряда (22) с учетом подстановки 
x = a для граничного условия u(a,y)=0, и, 
приравнивая каждый член ряда нулю:

,
(28)

Из (28) получим значение коэффициента bk:
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,

(29)

Таким образом, общее решение вспомогательной 
краевой задачи Пуазейля для слоистого течения 
двумерного потока в прямоугольном канале 
образованного одной движущейся стенкой и 
преодолевающего гидравлическое сопротивление  
имеет вид:

,

(30)

Выше приведенное решение (30) рассматривает 
напорное слоистое течение с одной движущейся 
стенкой (Схаляхов, Косачев, Кошевой, 2009; 
Схаляхов, Верещагин, Косачев, Кошевой, 2009). Эту 
задачу можно свести к задаче слоистого течения с 
тремя движущимися стенками путем аналогичной 
замены переменной Wz(x, y) = V – u(x, y):

,

(31)

Заключение

Установлено, что геометрия профиля канала шнека 
оказывает существенное влияние на расходно-
напорные характеристики двумерного потока 
преодолевающего гидравлическое сопротивление. 
Полученное аналитическое решение (31) задачи (2) 
позволяет моделировать как безнапорное слоистое 
течение Куэтта, так и напорное течение Пуазейля 
с использованием общей математической 
зависимости для расчета расходно-напорных 
характеристик экструдеров с прямоугольным 
в сечении канала шнека в широком диапазоне 
геометрии витков, как в их поперечном сечении, 
так и по длине канала.
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Following the trends and factors of innovative development of green technologies in the food industry for the 
effective modernization of technological processes it is necessary to use more widely the theoretical analysis of 
food industry processes.  The operation of screw extruders shows that for effective extraction of vegetable oil it is 
necessary that the friction of the material on the inner surface of the housing is more than the friction of it on the 
screw. Otherwise, the material will rotate with the screw without moving in the axial direction. The injected material 
is enclosed between the moving surfaces (the base and the side walls of the screw channel) and the fixed inner surface 
of the housing.  For an adequate description of the extrusion process, it is necessary to proceed to the setting of the 
gradient of the shear rate at three boundaries simultaneously. The analytical solution of the Poiseuille − Couette 
flow for a given gradient of the shear rate at one of the boundaries of the rectangular region of the layered viscous 
flow is considered. It is established that the geometry of the profile of the screw channel has a significant impact on 
the flow-pressure characteristics of the two-dimensional flow overcoming hydraulic resistance. New exact solutions 
of the Navier − Stokes equations of motion describing two − dimensional layered Poiseuille-Couette flows are 
constructed. The boundary conditions of two types are considered: setting the gradient of the shear rate at one of the 
boundaries and at three boundaries simultaneously. It is found that the problem is essentially two-dimensional when 
specifying the shear rate gradient: there is no linear transformation that allows the studied flows to be converted 
to one-dimensional ones. The obtained analytical solution of the problem allows to simulate both the non-pressure 
layer Couette flow and the pressure Poiseuille flow using the General mathematical dependence to calculate the 
flow-pressure characteristics of extruders with a rectangular cross-section of the screw channel in a wide range of 
coil geometry, both in their cross-section and along the channel length.

Keywords: spinning, filtration, mathematical model, “green” technologies, modernization, food industry, screw, flow
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