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Процессы конденсации субстанций на затравочном материале в пересыщенном растворе широко 
распространены в перерабатывающих производствах АПК. Так, данный процесс, трактуемый как явление 
кристаллизации сахарозы в вакуум-аппарате, является узловым в технологическом потоке получения 
кристаллического сахара на сахарном заводе. При этом подготовленный в виде тонко измельченного 
порошка сахарозы исходный затравочный продукт варьируется по форме и размеру, концентрации в объеме 
вакуум-аппарата и др. Однако теоретическое обоснование явления конденсации твердой фазы на частицах 
затравочного материала, как центров кристаллизации, с учетом данных факторов разработано недостаточно. 
В статье с целью обоснования физико-математической модели задачи в качестве окружающего частицу 
сахарозы объема раствора используется шаровой слой с центром в моделирующим частицу сахарозы шаром. 
При анализе задачи исходят из результатов ассоциированной с теорией диффузионного переноса вещества 
проблемы теплопереноса в шаровом слое. Обосновывается алгоритм количественного исследования 
зависимости концентрации сахарозы от параметров задачи и периода обработки продукта. В качестве 
средства количественного анализа проблемы использовался численный эксперимент. Данный эксперимент 
выявил адекватность результатов теоретического анализа физическому смыслу реального процесса. Получены 
важные в теоретическом и практическом отношении зависимости по оценке массы кристаллизованной 
сахарозы и времени обессахаривания раствора.
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Введение

Процессы кристаллизации твердой фазы целевой 
субстанции (ЦС) в пересыщенных растворах 
продуктов растительного происхождения широко 
распространены в технологиях перерабатывающих 
производств АПК. В области процессов химической 
технологии упоминаются ряд теорий, объясняющих 
явление конденсации твердой фазы (сахарозы, 
соли и др.) в водном насыщенном растворе: 
ортокинетическая коагуляция, диффузионный 
перенос и др. При этом в силу своей относительной 
простоты, физической и экспериментальной 
обоснованности в теоретических вопросах, в 
частности, явления кристаллизации сахарозы, 
наибольшее распространение получила именно 
теория диффузионного (молекулярного) переноса 
массы ЦС. 

Литературный обзор

Полагается, что движущей силой процесса 
кристаллизации служит перепад концентрации 
твердой фазы (молекул сахарозы) в растворе 
по направлению к центру кристаллизации, где 
концентрация твердой фазы понижена.

В результате чего в основу формализации 
процесса осаждения молекул сахарозы на 
центре кристаллизации, аналитического и 
количественного исследования данного явления 
правомерно использовать первый и второй законы 
Фика (Силин, 1967). Причем следует иметь в виду 
влияние на протекание исследуемого процесса 
таких показателей как температура раствора, 
концентрация частиц затравки, их геометрия и 
дисперсный состав.

Данные факторы в значительной степени влияют 
на параметры процессов обработки продукта.

Проблема количественного анализа процесса 
кристаллизации сахарозы в рабочем объеме вакуум-
аппарата, в том числе, по срокам обогащения 
межкристального раствора пересыщенным 
сиропом, периода времени обработки раствора 
в данном аппарате поднималась в работах 
(Валовой, 2016, с. 24-31; Виноградова, 2009, с. 18-
24; Гнездилова, 2005, с. 43-46; Громковский, 2008, 
с. 54-56; Еделев, 2016, с. 5-11; Лебедева, 2013; 
Михатова, 1973; Петров, 2017, с. 30-37, 2017, с. 30-
33, 2018, с. 38-43; Полянский, 1995; Сапронов, 1999; 
Семенов, 2004, с. 23-25, 2013, с. 46–50; Силин, 1967; 
Тужилкин, 2014, с. 66-69, 2014, с. 48-55, 2015, с. 52-
58, 2017, с. 42-48, 2018, с. 117-121, 2018, с. 82-85; 
Фольмер, 1986; Brown, 1992, р. 35-39; Cecilia, 1984, 

р.21-132; Grimsey, 1994, р. 504–514; Lin, 1996, р. 25-
29; Mantovani, 1991, р. 23-32; Pautrat, 1996, р. 101-
109, р. 377-384).

В то же время вследствие своей важности для 
решения задачи получения сахара и других 
продуктов растительного происхождения высоких 
товарных кондиций эта проблема нуждается в 
дальнейшем углубленном изучении. Ниже, на 
примере анализа процесса кристаллизации ЦС в 
вакуум-аппарате, с целью обоснования параметров 
протекания данного процесса предлагается 
более обоснованное, по сравнению с известными 
до сих пор аналогами, его количественное 
моделирование.

Теоретическое обоснование

Пусть характеризуемый объемной функцией 
распределения F = F(R), м3/м3,  по размеру частиц 
R, м, коллектив измельченного шарообразного 
затравочного материала статистически 
равномерно распределен в некотором рабочем 
объеме пересыщенного водного раствора «вода 
+ молекулы сахарозы + частицы затравочного 
материала» (например, в сахарном утфеле вакуум-
аппарата).

В качестве модели процесса массопереноса 
взвешенного в растворе вещества к элементам 
затравки выбираем изолированный (пробный) 
шар радиусом R, к которому из прилегающего к 
нему шарового слоя R ≤ r ≤ ξ  (где r – радиальная 
координата, 2 ξ  – текущее среднее расстояние между 
центрами смежных шаров) сахарсодержащего 
раствора подается целевая субстанция.

При этом, если Vш и V – соответственно, объем 
шаров и суммарный объем шаров и жидкости 
в рабочем объеме, u = Vт / V – объемная 
концентрация шаров в жидкостной системе, то в 
соответствии с принятой геометрической моделью 
«жидкостная среда + система шаров» половина 
расстояния между двумя соседними шарами 
составит

ξ  = Ru 
-1/3 , 0 < u < 1� (1)

Полагаем, что подвод ЦС к шарам реализуется 
симметричным образом, и, кроме того, с 
удовлетворительной точностью выполняются 
все, принимаемые при анализе процесса 
молекулярного переноса в сплошном теле, 
допущения по физико-механическим свойствам 
изучаемого объекта (Семенов, 2004, с. 23-25; 2013, 
с. 46-50).
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Поскольку при выбранной расчетной модели 
количественный анализ процесса переноса ЦС от 
жидкости к шарам произвольного размера весьма 
сложен, то в целях упрощающего допущения 
предполагаем, что размер шаров варьируется в 
некотором ограниченном интервале.

Тогда, приближенно, в основу анализа процесса 
массообмена между жидкостью и шарами можно 
выбрать шар радиусом R = Rср, определяемый как 
координата центра тяжести эпюры F = F(R)

, � (2)

где числитель – в плоскости (R, F(R)) статический 
относительно оси R = 0 момент плоской фигуры, 
ограниченной линиями R = R1, R = R2, осью R и 
линией F = F(R); знаменатель – площадь этой 
фигуры; R1, R2 – соответственно, минимальный и 
максимальный радиус.

Исследование

В качестве выражения потока j концентрации от 
жидкости к шару (первый закон Фика) в принятой 
одномерной модели массопереноса в сферической 
системе отсчета в направлении оси r принимаем

j = D∂c / ∂r  ,� (3)

где D и c – соответственно, коэффициент диффузии 
и объемная концентрация сахарозы в растворе.

Тогда в качестве исходного соотношения, 
описывающего кинетику распределения 
концентрации сахарозы в воде, выбираем, как 
обычно, отнесенное к сферическим координатам, 
с началом координат в центре пробного шара, 
уравнение нестационарного диффузионного 
массопереноса (второй закон Фика) (Семенов, 
2013, с. 46–50).

 ,� (4)

где t  – время.

Начальное условие по исходной концентрации, 
полагаемой равномерно распределенной по 
объему жидкостной среды (воды)

c (r;0) = cп = const ( R < r < ξ) ,� (5)

где сп – концентрация пересыщенного раствора.

Граничное условие на поверхности шара

c(R;t) = cн (0 < t < ∞) ,� (6)

где сн – концентрация насыщенного раствора.

Граничное условие симметричности поля 
концентрации сахарозы между соседними шарами 
(Лыков, 1967)

= 0 (0 < t < ∞),� (7)

где расстояние ξ выражается черезрадиус R шара 
по формуле (1).

Как обычно, преобразуя граничные условия (6), (7) к 
однородному виду, предварительно, вводим новую 
переменную v, связанную с концентрациями с и сн 
зависимостью

c = v+cн ,� (8)

В результате чего краевая задача (4)-(7) 
относительно v принимает форму

,� (9)

v (r, 0) = ∆c = cп − сн > 0 (R < r < ξ) ,� (10)

v (R, t) = 0 (0 < t < ∞) ,� (11)

= 0 (0 < t < ∞),� (12)

где v – приведенная объемная концентрация 
сахарозы в растворе «вода + молекулы сахарозы».

В терминах краевых задач для проблемы 
теплопереноса граничное условие (11) 
соответствует поглощающей стенке, а условие (12) 
– отражающей стенке.

Решение краевой задачи (4)-(7), ассоциированное 
с соответствующей краевой задачей для явления 
теплопереноса (Лыков, 1967) и адаптированное к 
проблеме диффузионного массопереноса (9)-(12), 
имеет вид (Будак, 1956):

,� (13)

где

,� (14)

где λn – положительные корни трансцендентного 
уравнения
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,� (15)

vn = arctg( λnR).

Поток диффундирующего вещества от жидкости к 
поверхности шара согласно (3), (13)

,� (16)

и поэтому объем твердой фазы, оседающей в 
единицу времени на единице площади поверхности 
частицы сахарозы в соответствии с (16) вычисляем 
по зависимости

,� (17)

Количество Q сахарозы, подводимого к единице 
поверхности шара за время τ, получим интегрируя 
(17) по данному временному интервалу

,� (18)

или по массе сахарозы

m(τ) = ρQ(τ) кг/м2,� (19)
где ρ – плотность сахарозы.

Поэтому масса сахарозы, конденсирующейся в 1м3 

раствора на частицах затравочного материала, 
составляет

M(τ) = m(τ)SN, кг,� (20)

где m(τ) – определяется по (19); S = 4πR2 – площадь 
поверхности частицы; N = m1/m0 – количество 
частиц затравки в 1м3 раствора; m1 – масса 
вводимого затравочного материала в том же 
объеме, m0 = 4/3πR3ρ – масса частицы.

Причем, если при τ → ∞ объем сахарозы 
составляет Q1, то эффективность η процесса 
конденсации твердой фазы на поверхности 
частицы можно оценивать на базе соотношения

η =  Q(τ)/Q1	 ,� (21)

Откуда, на основе заданного η может быть 
найдено τ как зависимость периода времени τ 
по относительному (к предельному) значению η 
оседающего на частице массы молекул сахарозы.

Формулы (20), (21) положены в основу расчета массы 
сахарозы, подводимой к единице поверхности 
частицы затравки за время τ, а также зависимость 
периода времени τ от эффективности η процесса 
конденсации.

Результаты и их обсуждение

Предполагается, что сахарсодержащий раствор 
пересыщенностью ∆с = 0,15, при температуре 70°С 
обогащается затравкой в виде полидисперсной 
порошкообразной субстанции с частицами 
радиусами R = 10-5 ... 2×10-5 м, объемной 
концентрацией частиц порошка в растворе  
u = 2×10-4; 4×10-4, масса затравочного материала 
m1 = 200 г. В соответствии с данными (Михатова, 
1973) коэффициент диффузии полагали 
D = 5×10-10 м2/с.

Числовые расчеты по формулам (13), (14), 
(17)-(20) проводили на базе системы Mathcad, 
дополнительно, при определении корней 
уравнения (15) использовали процедуру root. 
Причем, принимая во внимание величину 
физических параметров процесса, исходя из 
уравнения (15), в данной статье ограничивались 
вычислением одного минимального по величине 
положительного значения корня λ1 – собственного 
значения краевой задачи (4)-(7) (Будак, 1956). 
В этом случае из формул (18), (20) вытекает 
очевидная зависимость:

τ(η) = − ln (1 − η) / ,� (21)

Для каждого из двух зафиксированных по объемной 
концентрации частиц порошка в жидкости 
u = 2×10-4; 4×10-6 % исследовались по три варианта 
радиуса шаров частиц данной субстанции:  
R = 10-5, 2×10-5 м, а Rср рассчитывалось по (2), 
при этом в качестве функции распределения 
принималось (по соглашению)

,� (22)

Рассчитанное при R1 = 10-5, R2 = 2×10-5 м по (2), (22) 
значение Rср составило 1,67 × 10-5 м.

Таблица первого собственного значения λ1 краевой 
задачи для различной величины радиуса R частиц 
затравки и их объемной концентрации u

R, м 10-5 1,67×10-5 2×10-5

u, м3/м3 2×10-4 4×10-6 2×10-4 4×10-6 2×10-4 4×10-6

λ1×10-3, м-1 2 2,53 1,2 1,52 1 1,26

Отраженные графиками в Рисунке 1 результаты 
вычислений выявляют согласие полученных 
результатов количественного моделирования 
исследуемого процесса с физическим 



106

ТЕХНОЛОГИЧЕСКИЕ ПРОЦЕССЫ, МАШИНЫ И ОБОРУДОВАНИЕ

ХИПС №2 - 2019

смыслом задачи.  А именно, с одной стороны, 
обессахаривание раствора по массе за счет 
кристаллизации сахарозы с течением времени 
растет (все кривые на Рисунке 1), такая же 
очевидная зависимость имеет место и при 
увеличении объемной концентрации порошка 
(Рисунок 1, например, кривая 2 выше кривой 1). 
Кроме того, в каждый момент времени и при 
одинаковой объемной концентрации по шарам 
разного размера, также, вследствие уменьшения 
удельной поверхности шара, для частиц большего 
радиуса, подача сахарозы к крупным шарам 
снижается (Рисунок 1, например, кривая 1 выше 
кривых 3 и 5).

Те же закономерности отмечаются и при 
визуализации данных рисунка 2. Например, 
время обработки раствора сокращается, 
когда концентрация затравочного материала 
увеличивается (кривая 2 ниже кривой 1). В свою 
очередь, вследствие уменьшения удельной 
поверхности шара для частиц большего радиуса, 
период времени проведения процесса обработки 
возрастает (кривая 3 выше кривой 1).

Выводы

Исходя из модели диффузионного массопереноса 

целевого продукта  типа сахарозы от 
пересыщенного межкристального раствора 
к совокупности имитирующих затравку из 
тонкодисперсных полидисперсных частиц 
шарообразной формы, обосновывается физико-
математическая модель по прогнозированию 
процесса кристаллизации сахарозы в растворе.

Предлагается аналитический и расчетный 
аппарат по численному моделированию процесса 
кристаллизации целевого продукта типа сахарозы 
с точки зрения количества конденсированного на 
затравке вещества и времени проведения процесса 
обработки продукта.
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The substance condensation processes on the seed material in a supersaturated solution are widespread in the 
processing industries of agrarian and industrial complex. So, this process, regarded as the phenomenon of the sucrose 
crystallization in the vacuum apparatus, is a hub in the technological flow of receiving crystal sugar. At the same 
time, prepared initial seed product in the form of finely powdered sucrose varies in shape and size, concentration 
in solution, etc. However, the theoretical basis of the phenomenon of solid-phase condensation on particles of seed 
material, as crystallization centrуs, is not well developed to these factors. In the article, to validate a physical and 
mathematical model of the task, a spherical layer with a center in the ball modelling the sucrose particle is used as 
the volume of the solution surrounding the sucrose particle. In the analysis of the task come from the results of the 
problem of the heat transfer in the spherical layer associated with the theory of diffusive transfer of substance. The 
algorithm of quantitative research on the dependence of sucrose concentration on the parameters and the period of 
product processing is justified. A numerical experiment used as a means of quantitative analysis of the problem. This 
experiment revealed the adequacy of the results of theoretical analysis to the physical meaning of the actual process. 
Important theoretical and practical relationships have been obtained for estimating the mass of crystallized sucrose 
and the time of desugaring of the solution.

Keywords: solution of sucrose, the process of mass transfer, diffusion, period, crystallization, supersaturation, 
microterry solution
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